Bernoulli Siireci

Tanim 2.1.1. {X,,n = 1} asagidaki kosullarsa buna Bernoulli siireci denir.

a. X, X,,..,. X, ler bagimsizdir.

b.P(X,=1)=p,PX,=0)=q=1—p; Vnigin
Ornek 2.1 { X,,,n = 1} Bernoulli streci kesikli parametreli, kesikli durum uzayl bir
stregtir. Durum uzay1 E = { 0,1 }ve indis kimesi T ={1,2,3, ... }.

Bir madeni paranin havaya atilmasiyla Bernoulli strecinin bir drneklem dizisi elde
edilebilir.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8..
Paranin yaza : Y T T Y Y Y T Y ..
X,:1 0 0 1 1 1 0 1..

Ornek 2.2 Basari olasiligi p olan bagimsiz Bernoulli denemeleri yapiliyor. S, n
denemedeki basarili sonuglarin sayisini gostersin S, = X; + X, +---+ X,, ve X, da
k — 1nc1 denemedeki basari sonucu olsun.

0 :g=1-
w={y 7"

a) P(S,=k)= (:)pkq"_k , k=0,1,..,n oldugunu gdsteriniz.
b) {S, ,n = 1} strecinin bagimsiz artimh oldugunu goésteriniz.
c) P(S5=4, 510=7/55=2) olasiligini bulunuz.
d) S,,"in varyans ve kovaryansini bulunuz.
Coziim.
a) S, =Xi+X,+-+X,
Moment ¢ikaran fonksiyon fonksiyon yontemini kullanarak
M Sn(t) — E(et Sn) — E(et(X1+X2+--~+Xn))= E(etXletXZ ...€tX")
X; ‘ ler bagimsiz oldugundan,
Mg (t) = E(et*1et*2 . et¥n) = E(e"1)E(e"2) ... E(e"n) (1)
Bernoulli tesadiifi degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu

My, (£) = E(e**)=(pe’ + q)



Olacagindan (1) esitligini
M, (6) = (pe* + )" (2)

seklinde bulabiliriz. Teklik teoremine gore her bir olasilik (yogunluk) fonksiyonunu bir
moment cikaran fonksiyona sahiptir. Dolayisiyla bu moment c¢ikaran fonksiyon da
binom tesadifi degiskeninin moment c¢ikaran fonksiyonudur. Boylece S,,~B(n,p)
olur, yani

P(S,=k) = (z)pkq"‘k  k=01,..,n

oldugu goralir.

m >n alahm. Sire¢ kesikli oldugundan S, — S, farki  §;, S5, ..., S, ler le
bagimsizdir.
Sn Sm_Sn
|1 '] I
1 n m

A ve B bagimsizise P(A/B)=P(4), P(B)+#0

P(S,, —S,/5,8;, ...,8,) =
= P(Xl +X2 + "'+Xm _Xl +X2 + "'+Xn = k/Sl, Sz, ey STI.)
== P(Xn+1 +Xn+2 + "'+Xm = k /Xl’Xl +X2, ""Xl + "'+Xn)

= P(S,, =S, = k).

P(S3=2,55=4,S19=7
) P(Ss=4, S10=7/S,=2) = 2= P )

_ P(S3=2)P 5,=2)P(S5=3)
- P(S3=2)

= 10p°>q>.

d ES)=EX +X,+-+X,)
=EX)) +EX,)+ -+ EX,)
= np.

V(Sn) = V(Xl + XZ + -+ X‘)’l)

=V(X)+ V(X)) + -+ V(X



=npq.

k <r igin Cov(Xy, X,) = min(k, 1) pq
= kpq.

COU(Sk, Sr) = E(SkSr) - E(Sk)E(Sr)
=E(Sk (S, — Se) +Sp) — E(SES,)
a) da B.A.S. oldugundan,

Cov(Sy,Sy) = E(Sl%) — E(S,)E(Sy)

=V (Sk)
= kpq.
Ornek 2.3. S,~ B(n,p) olmak lzere asagidaki esitliklerin dogru oldugunu
gosteriniz.
a) ESpsr/Sk=0)=i+np; nk=12,.. 0<i<k

b) E(S,S10/Ss =3) =8p*+23p+q
¢oziima) S, — S, farki S’ dan bagimsizdir ve S, ile ayni dagilimhdir, buna gore
E(Si + Spir = Si/Sk = 1) =i+ E(Spix — S/ Sk = 1)
=i+ E(Sp—Si) = i+ E(S,)
=i+np.
Mesela, E(Sg/Ss = 3) = 3 + 3p olur.
Sn+k — Sk~ S, oldugu dikkate alinirsa
E(S57810/Ss = 3) = E[(S;—Ss + 3)(S10 — S5 + 3)/Ss = 3]
=E(S, +3)(Ss +3) = E(S,Ss) +21p + 3
E(S,S5) = ES,(Ss — S,) + E(S2) = 2p3p + 2p% + 2p = 8p? + 2p

Bu ifade 6nceki esitlikte yerine konulursa istenen ifade elde edilir.



2.2. Wiener Siireci

{Xe,t 20} bir stireg ve T = [0, 0). Eger asagidaki kosullar saglanirsa bu stirece
Wiener slireci denir.

a) X, =0

b)Vticin E(X,) = 0,Var(X,) = o?t

¢) Bu siire¢ duragan bagimsiz artimhdir.

d) X; normal dagiimistir. X, — X artimi ( t > s i¢in) normal dagiimistir.
2.3. Yenileme (Renewal) Siireci.

Stokastik strecin blyuk bir sinifi yenileme sliregleridir. Stireglerin bu sinifi bagimsiz ve
ayni dagihmh olaylari modellemek icin kullanilir.

Tanm 2.3.1. T, , T, , .., T, ‘ ler bagimsiz ayni dagihmli ve pozitif stokastik siliregler

olsun. t,=Ti+To+..+T, = X" T; ve

X, = max{n:t, < t}, T,=t, — t,_, olmak izere  {X,, t = 0} sureci yenileme

sireci olarak adlandirilir. t, ‘e n. sigrayis ani  [t,_4,t,] araligina ise yenileme
araliklari denilir.

Gelisler arasi sureler Ustel dagildiginda Poisson siireci yenileme slirecinin 6zel bir
durumu olur.

2.3.1. Odiillii Yenileme Siireci

Tanim. W;, W,, ... bagimsiz ve ayni dagilima sahip ve E(W;) < oo olmasini saglayan
odullt rastlanti degiskenleri olsun. O halde

b'e
YT = Zi=t1 VVL

odulli yenileme siireci olarak adlandirilir. Burada T;’lerin aksine W, ler pozitif

degerlerin yani sira negatif degerlerde alabilir
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Sekil. 2.3.1 Yenileme ve 0odiillii yenileme siireci
2.4. Sayma (Counting) Siireci

Tanim: {X,, t >0} tesadifi sureci (0,t) araliginda meydana gelmis olan olaylarin
toplam sayisini temsil ederse (gosterirse) bu silirece sayma sireci denir. Bu
tanimdan sayma sireci X; asagidaki kosullari saglar.

1. XtZO VeX0=0
2. X, tamsayi degerlidir.
3. s<tiseX; <X;

4. (s,t) araliginda meydana gelen olaylarin sayisi X, — X, ye esittir.
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Sekil 2.4.1. Sayma siirecinin 6rneklem fonksiyonu
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